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Введение

Учебная программа курса «Функциональный анализ и интегральные уравнения» предполагает в качестве формы контроля знаний выполнение лабораторных работ. Целью этих работ является закрепление теоретического материала путем самостоятельного решения задач. Настоящее пособие призвано оказать помощь студентам в овладении основными приемами и методами решения задач по функциональному анализу. Оно содержит задания лабораторных работ 5 семестра, взятые из пособия [3], а также примеры решения типовых задач. При этом важно отметить следующее:

– каждая лабораторная работа рассчитана на 4 – 6 часов аудиторных занятий (в зависимости от ее объема). На первом занятии обсуждаются узловые вопросы темы, а второе (и третье) отводятся для завершения работы и защиты отчета;

– задание каждой лабораторной работы, как правило, выполняется группой из 2 – 3 человек;

– лабораторная работа засчитывается, если должное владение материалом продемонстрировали все члены группы;

– количество защищенных лабораторных работ учитывается на экзамене в рамках рейтинговой накопительной системы оценки знаний студента.

Отчет по лабораторной работе должен быть оформлен в соответствии со следующими требованиями:

– он выполняется письменно каждым членом группы в специальной тетради;

– решение каждой задачи должно быть подробно обосновано и содержать ссылки на все используемые определения и теоремы.

Лабораторная работа 1
Метрические пространства. Сходящиеся 

[image: image1.wmf]последовательности в метрических пространствах

Примеры решения задач
Задача 1 Проверить, сходится ли заданная последовательность xn точек метрического       

                пространства X к точке a.

Пример 1 xn = 
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, a = |t| , X = C[-4;4]. 
Решение. Рассмотрим расстояние ρC(xn , a)= 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image16.wmf]¥
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. Значит, xn сходится к a в C[-4;4].
Пример 2 xn(t) = t n  -  t n+1 + t, a(t) = t,  X = C[0;1].
Решение. Рассмотрим ρC(xn , a) =
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|t n  -  t n+1|. Обозначим tn  -  tn+1  через Δn(t) и найдем наибольшее значение функции |Δn(t)| = Δn(t) = tn  -  tn+1  на отрезке 
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Δn(0) = 0, Δn(1) =0.
Значит (по правилу нахождения наибольшего значения функции на отрезке),
ρC(xn,a) = 
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а потому xn сходится к a  в C[0;1]. 
Пример 3 xn =
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, a = (0,0,0,…), X = l3.
Решение.  
ρ3(xn , a) = 
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1

1

3

3

31

2

3

2

6

3

2

1

1

0

i

ni

i

n

xann

n

n

¥

=

æö

æö

æö

-=-==®¥

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

èø

å

 при n 
[image: image33.wmf]®¥

.
Так как ρ3(xn , a) не стремится к нулю, то xn не сходится к a в l3.

Пример 4 xn =
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, a = (0,0,0,…), X = l2.
Решение.

ρ2(xn , a) = 
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Значит, xn сходится к a в l2.
Пример 5 xn= n
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Решение.  
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Применим теорему Беппо Леви о предельном переходе под знаком интеграла. Обозначим fn(t) =
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Следовательно, xn сходится к a в L1[0;1].

Пример 6 xn (t)= 
[image: image51.wmf]sin

t

n

n

, a(t) = t , X = L1[0;1] .
Решение. 
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Задача 2 Является ли данное условие: а) необходимым, б) достаточным, 
                в) необходимым и достаточным для сходимости последовательности xn 
                в метрическом пространстве X ?
Пример 1 X = CL[a;b] – пространство непрерывных функций с метрикой 
ρL(x , y) = 
[image: image64.wmf](
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dt.  Условие: последовательность xn(t) поточечно 
сходится к непрерывной функции a(t).

Решение. Не нарушая общности, можем считать, что a=0, b=1. Покажем, что условие не является ни необходимым, ни достаточным. Для выяснения достаточности условия рассмотрим следующую последовательность xn, заданную на [0;1] графически:
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Последовательность xn сходится к a 
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 0 поточечно на [0;1] (почему?), но 
ρL(xn , а) = 
[image: image67.wmf](

)

1

0

0

n

xt

-

ò

dt = 
[image: image68.wmf](

)

2

0

n

n

xt

ò

dt = 
[image: image69.wmf]12

2

n

n

××

= 1,
то есть ρL(xn , a) не стремится к нулю. Значит, данное условие не является достаточным для сходимости последовательности xn  в метрическом пространстве CL[a;b].

Теперь допустим, что xn
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. Покажем на примере, что отсюда не следует поточечная сходимость xn к a. Рассмотрим  последовательность xn(t) = tn и функцию a(t) 
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Значит, xn
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a=0 в CL[0;1]. Но tn не сходится к a= 0 поточечно, так как tn 
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 1 при t = 1. Значит, данное условие не является необходимым для сходимости последовательности xn  в метрическом пространстве CL[a;b].
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Пример 2 X = l2. Условие: 
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Решение.  Положим 
[image: image84.wmf]1

:()()

nn

k

xkak

a

¥

=

=-

å

. Тогда данное условие означает, что 
[image: image85.wmf]0

n

a

®

 при 
[image: image86.wmf]n

®¥
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это значит, что ρ2(xn , a) 
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 0. Следовательно, xn
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Теперь покажем, что условие не является необходимым. Рассмотрим последовательность xn = 
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Задача 3 Найти предел последовательности xn в метрическом пространстве X, если он  

                существует.

Пример 1 X = l1, xn = 
[image: image100.wmf]2

2

14

,,...,,0,0,...

251

n

n

æö

ç÷

+

èø

.

Решение.1 способ. Допустим, xn сходится к некоторому a в l1. Так как для любого k справедливо неравенство 
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2 способ. Так как ρ1(xn , xn+1) = 
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Пример 2 X = 
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Решение. 1 способ. Допустим, xn сходится к некоторому a в 
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2 способ. Заметим, что последовательность xn  не является фундаментальной в 
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Задания лабораторной работы
Задача 1 Проверить, сходится ли заданная последовательность xn точек метрического       

                пространства X к точке a, если выполнены следующие условия.

а)
	№
	X
	xn
	a

	1.1.1
	C[0;2]
	
[image: image124.wmf](

)

(

)

22

1

tnnt

++


	t

	1.1.2
	C[0;5]
	
[image: image125.wmf](

)

(

)

222

1

ntntnt

++


	1

	1.1.3
	C[-3;3]
	
[image: image126.wmf]23

1

tn

+


	| t |

	1.1.4
	C[0;8]
	
[image: image127.wmf](

)

(

)

2

88

nn

tt

t

-+


	t

	1.1.5
	C[0;1]
	
[image: image128.wmf]21

nn

ttt

+

-+


	t

	1.1.6
	C[1;2]
	
[image: image129.wmf](

)

1

ntt

n

+-


	
[image: image130.wmf]1

2

t




б) 
	№
	X
	xn
	a

	1.2.1
	
[image: image131.wmf]l

¥


	
[image: image132.wmf]4141

,...,,0,0,...

4343

nn

n

nn

nn

æö

ç÷

++

æöæö

ç÷

ç÷ç÷

++

èøèø

ç÷

èø

14444244443


	
[image: image133.wmf](

)

11

22

,,...

ee

--



	1.2.2
	
[image: image134.wmf]8

5

l


	
[image: image135.wmf](

)

(

)

11

coscos

,...,,0,0,...

n

nn

nn

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø

144424443


	
[image: image136.wmf](

)

0,0,0,...



	1.2.3
	
[image: image137.wmf]1

l


	
[image: image138.wmf]2

11

sin,...,sin,0,0,...

22

nn

n

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø

1442443


	
[image: image139.wmf](

)

0,0,0,...



	1.2.4
	
[image: image140.wmf]3

2

l


	
[image: image141.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2321

1

1,sin/,sin/,...,sin/,...

n

kk

nnnnnn

n

-

æö

+

ç÷

èø


	     
[image: image142.wmf](

)

,0,0,...

e



	1.2.5
	
[image: image143.wmf]3

l


	
[image: image144.wmf]2

22

,...,,0,0,...

22

nn

n

nn

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø

14243


	
[image: image145.wmf](

)

0,0,0,...



	1.2.6
	
[image: image146.wmf]2

l


	
[image: image147.wmf]2

22

11

,...,,,0,0,...

n

n

nn

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø

14243


	
[image: image148.wmf](

)

0,0,0,...




в)
	№
	X
	xn
	a

	1.3.1
	L2[0;2]
	
[image: image149.wmf](

)

11

nt

+


	0

	1.3.2
	L4[0;3]
	
[image: image150.wmf](

)

32

n

tt

+


	2t

	1.3.3
	
[image: image151.wmf]4

3

L

 [-1;2]
	
[image: image152.wmf](

)

2sin

n

tt

+


	sin t 

	1.3.4
	L1[0;1]
	
[image: image153.wmf](

)

1

nt

e

-


	0

	1.3.5
	
[image: image154.wmf]3

2

L

 [-2;0]
	
[image: image155.wmf](

)

2

sin2

tnt

+


	2t2

	1.3.6
	L2[0;3]
	
[image: image156.wmf](

)

23

sin

ntnt

+


	      t3


Задача 2 Является ли данное условие: а) необходимым, б) достаточным, 
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Задача 3 Найти предел последовательности xn в метрическом пространстве X, если он  
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Лабораторная работа 2

Топология метрических пространств
Примеры решения задач
Задача 1 Является ли данное множество 
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Замечание. Нормированное пространство X  всегда связно, так как любые две его точки х и у можно связать непрерывным путем 
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Теперь ясно, что граница
[image: image234.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image235.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

=

=

=

=

¶

ò

1

)

(

\

\

b

a

dt

t

x

x

M

M

IntM

M

M

.

Наконец, 
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Решение. Покажем, что М открыто. Возьмём 
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Покажем, что замыкание множества М есть 
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Очевидно, что данное множество ограничено.

Задача 2 Для данного множества А выяснить, является ли множество 
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Пример 2 
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Решение. Множество 
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Решение. Покажем, что множество 
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Значит, 
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Так как В открыто, то В не замкнуто по замечанию из решения примера 2 к задаче 1. Дадим прямое доказательство этого факта. Точки 
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Покажем, что 
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 не ограничено. Рассмотрим последовательность


[image: image317.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

×

×

=

,...

0

,

0

,

1

6

,...,

2

1

6

,

1

6

2

2

2

n

x

n

p

p

p

.

Имеем 
[image: image318.wmf]B

x

n

Î

, так как 


[image: image319.wmf]1

1

6

1

6

)

(

1

2

2

1

1

2

2

2

=

×

<

×

=

å

å

å

¥

=

¥

=

=

k

k

n

k

n

k

k

k

x

p

p

,

но в то же время 
[image: image320.wmf]å

¥

=

¥

®

×

=

1

2

1

1

6

)

0

,

(

K

n

k

x

p

r

 при 
[image: image321.wmf]¥

®

n

.

Пример 4 
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Решение. Покажем, что 
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Множество В не является и замкнутым. Для доказательства рассмотрим последовательность 
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Множество В ограничено, поскольку неравенство 
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Задания лабораторной работы 

Задача 1 Является ли данное множество М открытым, замкнутым, ограниченным в пространстве 
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Задача 2 Для данного множества А выяснить, является ли множество 
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Лабораторная работа 3
Полнота метрических пространств
Примеры решения задач
Задача 1 Является ли последовательность 
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где K – канторово множество.
Решение. Так как канторово множество имеет лебегову меру нуль, то и 
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и воспользуемся разложением по формуле Тейлора:
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Тот же результат мы получим, применив теорему Лебега о предельном переходе под знаком интеграла.
Итак, 
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Решение. Так как 
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(мы воспользовались леммой Римана из теории рядов Фурье, согласно которой 
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Задача 2 Является ли метрическое пространство 
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Решение. Покажем, что любая фундаментальная последовательность (
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Решение. Покажем, что данное пространство полно. Пусть (
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Тогда для любого фиксированного 
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Возьмем какие-нибудь 
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Вследствие неравенства Минковского имеем 
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Решение. Рассмотрим последовательность 
[image: image466.wmf]()

n

xtarctgnt

=

 и покажем, что она является фундаментальной, но не является сходящейся в нашем пространстве. Заметим, что эта последовательность поточечно сходится к функции 
[image: image467.wmf]01

()/2sgn[1,1]

xttL

p

=Î-

\ Х., где 

[image: image468.wmf]1,(0;1],

sgn0,0,

1,[1;0)

t

tt

t

Î

ì

ï

==

í

ï

-Î-

î

.
А так как 
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Задания лабораторной работы
Задача 1 Является ли последовательность 
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Задача 2 Выяснить, является ли заданное пространство 
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2.1 А) Пространство 
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Б) Пространство всех дважды дифференцируемых на отрезке [a;b] функций с метрикой 
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Б) Пространство всех непрерывных на отрезке [a;b] функций с метрикой 
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2.3 А) Пространство 
[image: image506.wmf]l

¥

 всех ограниченных числовых последовательностей 
[image: image507.wmf]((1),(2),...,(),...)

xxxxk

=

 с метрикой 
[image: image508.wmf](;)sup()()

k

xyxkyk

r

=-

.

Б) 
[image: image509.wmf][0;1]

XC

=

 с метрикой 
[image: image510.wmf]1

0

(;)()()

xyytxtdt

r

=-

ò

.

2.4 А) Пространство 
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2.5 А) Пространство с сходящихся последовательностей 
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2.6 А) Пространство 
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Лабораторная работа 4
Непрерывные отображения
Примеры решения задач
[image: image524.wmf]
Задача 1 Является ли заданное отображение 
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Пример 1 
[image: image526.wmf]1

:[0;2][0;1]

FCL

®

, 
[image: image527.wmf]2

2

0

()()(1)()

Fxtxtxsds

=-

ò

, x0(t) = t. 

Решение. Очевидно, что заданное отображение определено на всем C[0;2]. Представим его в виде: Fx = F1x – F2x, где F1x = x(1), 
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ρL1(F1xn, F1x0)=
[image: image530.wmf]1

0

0

(1)(1)

n

xx

-

ò

dt ≤ 
[image: image531.wmf][0;1]

max

t

Î

|xn(t) - x0(t)| = ρc(xn, x0)
[image: image532.wmf]0()

n

®®¥

.
Отсюда следует, что F1 непрерывно.
Докажем непрерывность F2. Так как функция x0 
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Отсюда следует, что F2 xn
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 F2 x0 в L1[0;1]. Поэтому в силу произвольности х0 отображение F непрерывно в любой точке из C[0;2].

Пример 2 F: L2[0;1] 
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 L1[0;1], (Fx)(t) = tx(t3), x0 = 0.
Решение.  Пусть последовательность (xn) сходится к x0 в L2[0;1]. Заметим, что

ρL2(xn,
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Теперь в силу неравенства Коши-Буняковского

ρL1(Fxn, Fx0)=
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(аналогичные вычисления показывают, что Fх принадлежит  L1[0;1] при х из L2[0;1]; поэтому отображение F определено на всем L1[0;1]). Значит, F – непрерывное отображение в точке 
[image: image556.wmf]0

x

.
Пример 3  F: L1[0;1] → L2[0;1],  (Fx)(t) = 
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Решение. Покажем, что отображение не является непрерывным. Возьмём последовательность xn = 
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Рассмотрим теперь выражение
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Следовательно, последовательность ρL2(Fxn, Fx0) не стремится к нулю при 
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, а потому Fxn не стремится к Fx0.
Пример 4  F: L2[0;1] → L1[0;1],  (Fx)(t) =
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Решение. Покажем, что отображение не является непрерывным. Заметим, что 
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Возьмем последовательность xn = 
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при n → ∞.
Тогда

ρL1 (Fxn,0) =
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  при n→ ∞,

а потому Fxn не стремится к Fx0.
Задача 2 Является ли заданное отображение 
[image: image579.wmf]:
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: а) непрерывным; б) равномерно  

                непрерывным; в) удовлетворяющим условию Липшица?
Пример 1  X = Y = C[-4;2], (Fx)(t) = x(t)sin x(t).
Решение. а) Отображение F является непрерывным, так как 
ρ(Fx,Fx0) = 
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б) Покажем, что F не является равномерно непрерывным. Возьмём 
xn(t) = 2
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а значит, ρ(Fxn, Fyn) не стремится к нулю при n→ ∞. Это противоречит определению равномерной непрерывности (проверьте).

в) Так как F не является равномерно непрерывным, то оно не удовлетворяет условию Липшица (почему?).

Пример 2  X = l2, Y = l∞ , Fx = 
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            Решение. Покажем, что F удовлетворяет условию Липшица с константой L=1. Заметим, что 

ρl∞(Fx, Fy) = 
[image: image607.wmf]sup

k

{
[image: image608.wmf]22

11

22

11

11

xy

xy

-

++

; | x1 - y1 |; | x1 - y1 |; …}.

Обозначим f(x) =
[image: image609.wmf]2

2

1

x

x

+

. Тогда
|
[image: image610.wmf]f

¢

(x)| =
[image: image611.wmf](

)

(

)

22

2

2

212

1

xxxx

x

+-×

+

=
[image: image612.wmf](

)

2

2

2

1

1

x

x

£

+

.
Следовательно, по теореме Лагранжа | f(x1) - f(y1) | ≤ | x1 - y1 |, а значит,

ρl∞(Fx, Fy) = 
[image: image613.wmf]sup

{
[image: image614.wmf]22
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; | x1 - y1 |; | x1 - y1 |; …} ≤ 
[image: image615.wmf]sup

k

| xk - yk | ≤ ρl2(x,y).
Так как F удовлетворяет условию Липшица, то оно равномерно непрерывно, а потому и непрерывно.
Пример 3  X = L1[0;1], Y = L2[-1;1], (Fx)(t)=
[image: image616.wmf]1
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 arctgx(s)ds.

Решение. Покажем, что F удовлетворяет условию Липшица. Действительно,

ρL2(Fx, Fy) =
[image: image617.wmf]1
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Так как 
[image: image621.wmf]2
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, то по теореме Лагранжа 
[image: image622.wmf]arctgxarctgyxy
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. Поэтому при любых х,у
ρL2(Fx, Fy) 
[image: image623.wmf]£



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image624.wmf]2
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 ρL1(x,y).

Так как F удовлетворяет условию Липшица, то оно является равномерно непрерывным. 
Пример 4  X=l2    Y=l1 , Fx=
[image: image625.wmf](
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Решение. а) Покажем, что F непрерывно. Действительно, если xn → x0 в l2, то чис-ловая последовательность xn(21) сходится к x0(21).  Тогда 
ρl2(Fxn, Fx0) =
[image: image626.wmf]33
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б) Покажем, что F не является равномерно непрерывным. Пусть 
xn(21) = 
[image: image627.wmf]2
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, yn(21) = n,  xn (k) = yn (k) = 0 
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Тогда 
ρl2(xn,yn) =
[image: image629.wmf]2
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но
ρl1(Fxn,Fyn) = 
[image: image630.wmf]3
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в) Так как F не является равномерно непрерывным, то оно не удовлетворяет и условию Липшица.

Задания лабораторной работы
Задача 1 Выяснить, является ли заданное отображение 
[image: image631.wmf]:
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 на своей естественной  

                области определения непрерывным в точке x0?

	№
	X
	Y
	F
	x0(t)

	1.1
	L2[0;1]
	L1[0;1]
	(Fx)(t) = 
[image: image632.wmf]14

t
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sin x(t)
	t2

	1.2
	C[0;1]
	L1[0;1]
	(Fx)(t) =sin x2(t)
	t

	1.3
	L2[0;1]
	L2[0;1]
	(Fx)(t) = x(
[image: image633.wmf]t

)
	
[image: image634.wmf]t



	1.4
	C[0;1]
	C[0;1]
	1

      (Fx)(t) = ∫t|x(s)|/
[image: image635.wmf]s

 ds
0
	t

	1.5
	C[0;1]
	C[0;2]
	(Fx)(t) = 2x3(t/2)
	1

	1.6
	L1[0;1]
	L2[0;1]
	(Fx)(t) = x(t)
	0


Задача 2 Является ли заданное отображение 
[image: image636.wmf]:
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: а) непрерывным; б) равномерно  

                 непрерывным; в) удовлетворяющим условию Липшица?
	№
	X
	Y
	F

	2.1
	C[0;1]
	C[0;1]
	(Fx)(t) =x2(
[image: image637.wmf]t

)et

	2.2
	C[-1;1]
	C[-1;1]
	(Fx)(t) =x(t)/(1+x2(t))

	2.3
	L2[-1;0]
	L1[-1;0]
	 (Fx)(t) =
[image: image638.wmf]0
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	2.4
	C[-1;2]
	L1[-1;2]
	(Fx)(t) =
[image: image639.wmf]x(t)
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	2.5
	l1
	l1
	Fx = (cosx (1), x (2), x (3),…, x(k),…)

	2.6
	C[-5;2]
	L1[-5;2]
	Fx(t) =
[image: image640.wmf]1
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Лабораторная работа 5
Компактные множества в метрических пространствах
Примеры решения задач

Задача 1 Выяснить, являются ли данные множества предкомпактными, 

     компактными в C[0;1].
Пример 1 а) М = {
[image: image641.wmf]tb
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 | a,b,α 
[image: image642.wmf]Î

 [0;1]};

                  б) М1 = {
[image: image643.wmf]tb
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 | a,b 
[image: image644.wmf]Î

 [0;1], α 
[image: image645.wmf]Î

 (0;1)}.

Решение. Проверим для множества М условия теоремы Арцела-Асколи. Рассмотрим функцию f(t,a,b,α) = 
[image: image646.wmf]tb
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a
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. Пусть К = [0;1]3. Тогда f непрерывна на [0;1]
[image: image647.wmf]´

К и М=
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. Множество [0;1]
[image: image649.wmf]´

К является компактом. По теореме Вейерштрасса f  ограничена на [0;1]
[image: image650.wmf]´

К, т.е. 
[image: image651.wmf]$
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t
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 [0;1] 
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(a,b,α) 
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 [0;1]3 справедливо неравенство 
[image: image656.wmf]tb
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 c. Значит, М равномерно ограничено (впрочем, легко проверить и непосредственно, что при наших условиях 
[image: image658.wmf]tb
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[image: image659.wmf]£

1).
Проверим равностепенную непрерывность множества М. По теореме Кантора f равномерно непрерывна на [0;1]
[image: image660.wmf]´

К. Если обозначить через s = (a,b,α) произвольную точку из К, то равномерная непрерывность f  означает, что 
[image: image661.wmf]e
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 из [0;1], таких, что |t1 - t2| <
[image: image664.wmf]d

, и 
[image: image665.wmf]"

s1,s2 из К, таких, что ρ(s1,s2) <
[image: image666.wmf]d

 (ρ обозначает евклидову метрику в К), справедливо неравенство 

[image: image667.wmf](
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Отсюда следует равностепенная непрерывность множества М (см. определение). Значит, по теореме Арцела-Асколи М предкомпактно. 

Для доказательства компактности множества М теперь достаточно проверить его замкнутость в C[0;1]. Но это тоже следует из непрерывности функции f. В самом деле, если х ​ предельная точка множества М, то найдется  последовательность 
[image: image668.wmf](,)
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 функций из М, сходящаяся к х в C[0;1]. По свойству Больцано-Вейерштрасса из последовательности sn точек множества К можно выбрать подпоследовательность 
[image: image669.wmf]l
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, сходящуюся к точке 
[image: image670.wmf]sK
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. Тогда поточечно 
[image: image671.wmf](,)(,)
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, а потому в силу единственности предела 
[image: image672.wmf](,)
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. Итак, М – компакт.

Далее, так как М1 
[image: image673.wmf]Ì

 М, то множество М1 предкомпактно. Но М1 не является компактом, так как не замкнуто в C[0;1]. Действительно, функции хn(t) = 
[image: image674.wmf]t
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[image: image675.wmf]Î

 М1, но предел этой последовательности х0(t) = 1
[image: image676.wmf]Ï

 М1.

Пример 2 М = {tn | n
[image: image677.wmf]Î

N}.

Решение. Это множество является равномерно ограниченным, но не является равностепенно непрерывным. Действительно, возьмем 
[image: image678.wmf]e

= 1/4. Тогда 
[image: image679.wmf]d
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>0 найдется такое натуральное n, что точки t1=1 и t2 =
[image: image680.wmf]1/2
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[image: image681.wmf]Î

[0;1] удовлетворяют неравенству |t1 - t2| = 
[image: image682.wmf]|11/2|
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, но в то же время 
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[image: image686.wmf]e

. Значит, по теореме Арцела-Асколи М не является предкомпактным, а потому и компактным множеством.

Пример 3 М = {
[image: image687.wmf](
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Решение. Множество М равномерно ограничено, так как

[image: image689.wmf]"
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image692.wmf]£

 1.

Множество М равностепенно непрерывно, так как 
[image: image693.wmf]"
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 R и 
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t1, t2
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 [0;1], таких, что |t1 - t2| <
[image: image699.wmf]e
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image702.wmf]£

 |t1 - t2| <
[image: image703.wmf]e
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Значит, по теореме Арцела-Асколи М предкомпактно. 

Покажем, что М содержит все свои предельные точки. Пусть х есть предельная точка множества М, 
[image: image704.wmf]sin()()
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taxt
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 равномерно на [0;1]. В силу периодичности синуса можно считать, что 
[image: image705.wmf][0;2)
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. При этом промежуток 
[image: image706.wmf][0;2)
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 удобно отождествлять с факторгруппой R/
[image: image707.wmf]2
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Z, т. е. с единичной окружностью, наделенной естественной топологией, в которой она компактна. (Отличие здесь в том, что если последовательность 
[image: image708.wmf][0;2)
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 в R сходится к 
[image: image709.wmf]2
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, то в этой топологии предел считается равным 0). Заметим, что в этой топологии существует 
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. Действительно, если допустить противное, то найдутся две подпоследовательности 
[image: image711.wmf]k
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[image: image713.wmf][0;2)
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, откуда a’ = a’’, ​ противоречие. Следовательно, 
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. Значит, М – замкнутое множество, откуда следует, что М – компакт.
Задача 2 Является ли множество М предкомпактным в l1?
Пример 1  M = {x
[image: image716.wmf]Î
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Решение. Проверим критерий предкомпактности в l1  

1). Множество М является ограниченным, поскольку
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2) Так как ряд 
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[image: image731.wmf]e

"

>0 
[image: image732.wmf]$

N : 
[image: image733.wmf]1

1

(2)

n

nN

¥

=+

å

<
[image: image734.wmf]e

.
Поэтому
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.  
Значит, множество М предкомпактно.

Задания лабораторной работы
Задача 1 Выяснить, является ли множество М предкомпактным, компактным в C[0;1].

	№
	М
	№
	М

	1.1
	{atα | 1
[image: image743.wmf]£

α
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Задача 2 Является ли множество М предкомпактным в lp?

	№
	р
	М

	2.1
	2
	{x| | xk | <
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Лабораторная работа 6

Сжимающие отображения 

Примеры решения задач

Задача 1  Является ли отображение F метрического пространства X в себя сжимающим? 
                  Найти х3, где хк+1 = F(хк), х0 = 0. Оценить расстояние от х3 до неподвижной 
                  точки, если F является сжимающим. 

Пример 1 
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Решение. Оценим расстояние в 
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(мы воспользовались неравенством 
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). Значит, F является сжимающим отображением с константой Липшица
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 - неподвижная точка, то 
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Пример 2 
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Решение. Оценим расстояние в 
[image: image797.wmf]4
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Значит, f – сжимающее отображение с константой 
[image: image799.wmf]1
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По условию, 
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(на самом деле, как легко проверить, 
[image: image804.wmf]3
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 является неподвижной точкой).

Пример 3 
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Решение. 
Допустим, что отображение F является сжимающим, т.е. 
                                                 
[image: image806.wmf][0;1):,(,)(,)
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При y=0 из этого неравенства следует, что 
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Подставив 
[image: image809.wmf]4

1

[1;1]

()()

n

xtnt

c

-

=×

 в левую часть неравенства (1), получим 

[image: image810.wmf]1

3

7

7

3

~

)

)

1

1

(

1

(

7

3

7

3

3

7

1

1

1

1

1

1

3

7

3

4

=

×

-

-

=

=

×

-

-

ò

n

n

n

n

nt

ndt

t

n

n

 при 
[image: image811.wmf]¥

®

n


(мы воспользовались эквивалентностью 
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Правая же часть неравенства (1), как легко проверить, при этом значении х равна 
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Задача 2  Применим ли принцип сжимающих отображений к заданному интегральному   

                  уравнению в пространстве Х при 
[image: image819.wmf]123
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                  0,01 найти приближенное решение и сравнить его с точным решением.
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Решение. Определим отображение 
[image: image822.wmf]]
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Тогда исходное уравнение запишется в виде 
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 – сжимающее отображение C[0;1] в себя, то можно будет применить принцип сжимающих отображений. То, что отображение 
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 непрерывную на 
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 функцию переводит в непрерывную, в данном случае очевидно (а в общем следует из свойств интеграла, зависящего от параметра). Определим, при каких 
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 отображение 
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является сжимающим в C[a;b], если 
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 является сжимающим при 
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Докажем, что 
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 не является сжимающим при 
[image: image842.wmf]3

2

l

=

. Если допустить, что 
[image: image843.wmf]f

 – сжимающее, то для 
[image: image844.wmf],

xyX

"Î

 и некоторого 
[image: image845.wmf][0;1)

a

Î

 должно выполняться неравенство 


[image: image846.wmf]1

11

0

max2(()())max()()

atat

tsxsysdsxtyt

a

££££

-£-

ò

.

При 
[image: image847.wmf]()0

yt

=

, 
[image: image848.wmf]î

í

ì

Î

Î

=

]

1

;

/

1

[

,

1

]

/

1

;

0

[

,

)

(

n

t

n

t

nt

t

x

 последнее неравенство примет вид 
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То получаем, что 
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 не является сжимающим при 
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Решим уравнение (1) при 
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 отображение 
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 - сжимающее, а потому для нахождения приближённого решения можно воспользоваться методом итераций (последовательных приближений). Из уравнения (1) следует, что его решение имеет вид              
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Поскольку 
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 выбирается произвольно, возьмём 
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Установим номер k, при котором элемент 
[image: image864.wmf]k
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 будет давать точность приближения 0,01. Используем оценку погрешности (х - точное решение) 
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В нашем случае 
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Следовательно, 
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А потому искомое k определяется из неравенства: 
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Итак, приближённое решение с нужной точностью есть 
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Точное решение имеет вид 
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[image: image877.wmf]()

xt

 в (1), получим:

[image: image878.wmf]1

0

111

666

ctc

tssds

æö

+=++

ç÷

èø

ò

. Отсюда 
[image: image879.wmf]1

2

0

6

c

cssds

æö

=+

ç÷

èø

ò

, 
[image: image880.wmf]1

,

182

c

c

=+

 
[image: image881.wmf]9
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Сравним его с приближённым:
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Замечание. Первую часть решения можно сократить, если воспользоваться тем фактом, что норма линейного оператора 
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в пространстве C[0;1] дается формулой
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Поскольку норма есть точная константа в неравенстве ограниченности, отображение А1 является сжимающим тогда и только тогда, когда 
[image: image886.wmf]1
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Задания лабораторной работы

Задача 1  Является ли отображение F метрического пространства X в себя сжимающим? 
                  Найти х3, где хк+1 = F(хк), х0 = 0. Оценить расстояние от х3 до неподвижной 
                  точки, если F является сжимающим. 
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Задача 2  Применим ли принцип сжимающих отображений к заданному интегральному 
                 уравнению в пространстве Х при 
[image: image898.wmf]123
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 с точностью 
                 до 0,01 найти приближённое решение и сравнить его с точным решением. 
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Лабораторная работа 7
Линейные нормированные пространства

Примеры решения задач

Задача 1 Является ли множество А выпуклым в пространстве Х?
Пример 1  
[image: image927.wmf]{
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[image: image928.wmf].



Решение. Воспользуемся определением выпуклости. Возьмем 
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Значит, множество А является выпуклым.
Задача 2 Проверить, является ли заданная система векторов 
[image: image935.wmf]()
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 в бесконечномерном    

                 пространстве Х линейно независимой.
Пример 1 
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Решение. Покажем по определению, что система 
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Подставив в это равенство t=a, получим 
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Сокращая на 
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 и снова полагая t=a, получим 
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Второе решение: алгебраическое уравнение (1) не может иметь более n корней, если не все его коэффициенты равны нулю (почему?).
Пример 2 
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Решение. Заметим, что 
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Задача 3 Привести пример последовательности 
[image: image947.wmf](
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               сходящейся в Y, если пространства Х и Y наделены естественными нормами.
Пример 1 
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Решение. Рассмотрим последовательность
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Пример 2 
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Решение. Рассмотрим последовательность 
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)

2

2

,01/

0,1/1

n

ntn

xt

nt

ì

££

ï

=

í

<£

ï

î

, которая 
[image: image963.wmf]XY

ÌÇ

.
Тогда в 
[image: image964.wmf]1

[0;1]

L

имеем 
[image: image965.wmf](

)

2

1

1

0

,01/0

n

Ln

xndtn

r

==®

ò

 при 
[image: image966.wmf]n

®¥

, т. е. 
[image: image967.wmf]0

n

x

®

 в 
[image: image968.wmf]1

[0;1]

L

. 
Допустим, что
[image: image969.wmf](

)

n

x

 сходится в 
[image: image970.wmf]]

1

;

0

[

2

L

 к некоторому 
[image: image971.wmf]a

. В силу неравенства Коши-Буняковского 

[image: image972.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

12

1

11

2

2

00

,,

LnnnLn

xaxtatdtxtatdtxa

rr

æö

=-£-=

ç÷

èø

òò

.
Отсюда следует, что если 
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Пример 3 
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Решение. Рассмотрим последовательность 
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Задача 4  Выяснить, являются ли нормы p и q эквивалентными в данном пространстве X.
Пример 1 
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Решение. Очевидно, 
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Пример 2 
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Решение. Заметим, что 
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Пример 3 
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Решение. Так как 
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Пример 4 
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Решение. В силу неравенства Коши-Буняковского 
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Задача 5  Построить изоморфизм между факторпространством L/M и одним из стандартных линейных пространств.

Пример 1  
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Решение. Возьмем произвольный элемент 
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Это равенство показывает, что отображение 
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 инъективно. Очевидно также, что оно линейно и является сюръекцией (проверьте). Значит, f – изоморфизм линейных пространств.

Задания лабораторной работы

Задача 1  Проверить, является ли функция p нормой в пространстве X. Образует ли пара 
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Задача 2  Является ли множество А выпуклым в пространстве X?
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Задача 3  Проверить, является ли данная последовательность векторов 
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Задача 4  Привести пример последовательности 
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, которая сходится в X, но не сходится в Y, если пространства X и Y наделены естественными нормами.
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Задача 5  Являются ли нормы p и q эквивалентными в пространстве E?
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Задача 6  Построить изоморфизм между факторпространством L/M и одним из стандартных линейных пространств.
	№
	L
	M

	6.1
	
[image: image1096.wmf]]

1

;

1

[

-

С


[image: image1097.wmf]
	
[image: image1098.wmf]}

{

]

1

;

0

[

,

0

)

(

]

1

;

1

[

Î

=

-

Î

t

t

x

C

x



	6.2
	
[image: image1099.wmf]]

1

;

0

[

C


	
[image: image1100.wmf]}

{

0

)

0

(

]

1

;

0

[

=

Î

x

C

x



	6.3
	
[image: image1101.wmf]]

1

;

0

[

¥

C


	
[image: image1102.wmf]{

}

0

)

0

(

'

)

0

(

]

1

;

0

[

=

=

Î

¥

x

x

C

x



	6.4
	
[image: image1103.wmf]1

l


	
[image: image1104.wmf]{

}

112

|0

xlxx

Î+=



	6.5
	
[image: image1105.wmf]]

;

[

)

1

(

b

a

C



 EMBED Equation.3  [image: image1106.wmf]
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Лабораторная работа 8

Линейные ограниченные операторы в банаховых
пространствах
Примеры решения задач

Задача 1 Пусть X,Y – нормированные пространства. Выяснить, совпадает ли область 
                определения 
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Решение. Если
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Отсюда следует, что 
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Оператор А не является линейным (рассмотрите, например, 
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Решение. В этом примере D(a)≠X, так как 
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Решение. Здесь D(A)≠X, так как последовательность 
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Таким образом, из того, что 
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. Мы показали, что А не является непрерывным в нуле, значит, A не является непрерывным на D(A).
Пример 4 
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Решение. Очевидно, что D(A)
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Т.е. из того, что 
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 Значит, A не является непрерывным на D(A).
Задача 2  Доказать, что оператор 
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                  найти его норму.  

а) Оператор умножения, действующий из X  в Y. 
Пример 1 
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Решение. Ясно, что A линейный.

Так как 
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то A ограничен с константой ограниченности 1/2. А так как норма оператора есть наименьшая из констант ограниченности, то 
[image: image1162.wmf]2

/

1

£

A

.

Докажем теперь противоположное неравенство, т.е. что 
[image: image1163.wmf]2

/

1

³

A

. Для этого постараемся подобрать такой ненулевой вектор х0, для которого неравенство (2) превращается в равенство. Возьмём 
[image: image1164.wmf]1

)

(

0

=

t

x

. Тогда, как легко подсчитать, 
[image: image1165.wmf]2

/

1

,

1

)

(

,

1

0

2

0

0

=

+

=

=

Ax

t

t

t

Ax

x

.
 А так как , то 
[image: image1168.wmf]2

/

1

³

A

. Сопоставляя полученные неравенства, заключаем, что 
[image: image1169.wmf]2

/

1

=

A

.

б) Диагональный оператор, действующий из 
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Решение. Ясно, что A - линейный оператор. Так как 
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то оператор A ограничен, причем 
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Решение. Оператор A - линейный. Докажем неравенство ограниченности:
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Значит, оператор А ограничен, причем 
[image: image1181.wmf]1
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В отличие от предыдущих примеров, здесь не существует ненулевого вектора, при котором неравенство (3) превращается в равенство (подумайте, почему). Поэтому будем подбирать ненулевые векторы х так, чтобы обе части (3) мало отличались друг от друга. Возьмём 
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в) Оператор замены переменной.
Пример 1 
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Решение. Oчевидно, что оператор A линеен. Докажем его ограниченность:
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поскольку, как легко проверить, 
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Решение. Oчевидно, что оператор A линеен. Докажем его ограниченность:
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(мы воспользовались тем, что 
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Как и в примере 2 пункта б не существует ненулевого вектора, при котором неравенство (5) превращается в равенство (подумайте, почему). Поэтому будем подбирать ненулевые векторы х так, чтобы обе части (5) мало отличались друг от друга. Возьмём последовательность 
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Значит, 
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Из полученных неравенств следует, что 
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г) Интегральный оператор, действующий из X в Y.

Пример 1 
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Решение. Из свойства линейности интеграла следует, что А – линейный оператор. Далее, 
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Значит, оператор А ограничен, причем 
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[image: image1214.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

Î

-

Î

-

-

Î

-

=

]

3

;

1

[

,

1

]

1

;

1

[

,

]

1

;

1

[

,

1

)

(

n

t

n

n

t

nt

n

t

t

x

n

.

Легко видеть, что 
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Задания лабораторной работы
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Задача 2 Доказать, что оператор А: Х[image: image1259.png]


Y является линейным ограниченным, и найти его норму.
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б) Диагональный оператор, действующий из 
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в) Оператор замены переменной.
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г)  Интегральный оператор, действующий из X в Y. 
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Задача 3 Для последовательности операторов 
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Лабораторная работа 9

Обратные операторы
Примеры решения задач

Задача 1 Пусть 
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Решение. Очевидно, что А – линейный оператор. Докажем, что А – биекция. Рассмотрим уравнение 
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Ограниченность этого оператора следует из оценки (см (2))
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Решение. Очевидно, что А – линейный оператор. 
Запишем его в виде
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Итак, 
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 уравнение (2) имеет единственное решение из 
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. Значит, оператор А обратим, причем обратный оператор вычисляется по формуле (5). Непрерывность обратного оператора вытекает из теоремы об оценке интеграла. Действительно, по этой теореме
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а потому выполняется неравенство ограниченности 
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 (другое доказательство непрерывности получается из (5) с помощью теоремы о предельном переходе под знаком интеграла Римана).

Задача 2  Пусть 
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1) Что представляет собой область значений R(A) оператора А?

2) Существует ли на R(A) левый обратный оператор В?

3) Является ли оператор 
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 ограниченным, если он существует?

4) Существует ли обратный оператор 
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Решение. 1) Очевидно, что 
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3) Оператор В ограничен, так как 
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4) Поскольку уравнение 
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Решение. 
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2) Рассмотрим оператор дифференцирования 
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3) Покажем, что В не является ограниченным оператором. Допустим противное, т.е.
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4) Поскольку 
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Задача 3 Пусть 
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Пример 1 
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Решение. Для нахождения обратного оператора рассмотрим в 
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для уравнения (6) должна иметь единственное непрерывно дифференцируемое решение. Воспользовавшись формулой для общего решения линейного дифференциального уравнения первого порядка, получим общее решение уравнения (1):
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Требуется узнать, при каких 
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Возможны два случая.


а) 
[image: image1450.wmf]2

2

e

l

¹-

. Тогда уравнение (9) имеет единственное решение 


[image: image1451.wmf]1

22

2

0

1

(0)()

2

s

Cyyseds

e

l

l

-

-

æö

=-

ç÷

+

èø

ò


для любого 
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 существует обратный оператор, который мы найдем, подставив это С в равенство (8):
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В силу теоремы Банаха об обратном операторе непрерывность этого оператора будет следовать из непрерывности оператора 
[image: image1455.wmf]2

Axxx

l

¢

=+

. Последний же факт легко доказать по Гейне. Действительно, если 
[image: image1456.wmf]0

n

x

®

 в пространстве 
[image: image1457.wmf](1)

[0;1]

C

, то это значит, что 
[image: image1458.wmf]0

n

x

®

 и 
[image: image1459.wmf]'

0

n

x

®

 равномерно на [0;1]. Но тогда и 
[image: image1460.wmf]20

nnn

Axxx

l

¢

=+®

 равномерно на [0;1].

б) 
[image: image1461.wmf]2

2

e

l

=-

. В этом случае уравнение (9) имеет вид

[image: image1462.wmf]1

222

0

00(0)2()

s

Cyeyseds

-

=×=+

ò

.

Так как правая часть этого уравнения при некоторых непрерывных у (например, при 
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Итак, обратный оператор к оператору 
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Задания лабораторной работы
Задача 1 Пусть 
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Задача 2 Пусть 
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1)   Что представляет собой область значений R(A) оператора А?

2) Существует ли на R(A) левый обратный оператор В?
3) Является ли оператор 
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4) Существует ли обратный оператор 
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